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Temario de la sesion

Recordar algunos conceptos introductorios para el
diseno y analisis de Algoritmos

Recordar la técnica de “Divide and Conquer” y
“Decrease and Conquer”

Recordar el concepto de “Greedy” y revisar algunos
algoritmos codiciosos

Recordar otras técnicas algoritmicas como
“Programacion Dinamica” y “Backtracking recursivo”




Conceptos

Introductorios




Definiciones iniciales

El Diseno y Andlisis de Algoritmos es el manejo de técnicas y algoritmos que permiten analizar, modelar, evaluar y
resolver distintos problemas no triviales que estan al alcance de los computadores.

Tiempo de Ejecucion (de un algoritmo) - Formalizacion

El tiempo de ejecucion de un algoritmo es la cantidad de operaciones elementales que dicho algoritmo ejecuta, como
funcidn del tamano de su entrada. Luego:

» Sineseltamano de la entrada de un algoritmo,

» entonces T(n) denotara su tiempo de ejecucion.
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Algoritmo 1: BuscaARMAx1mo(A[1..n]) NO SE || DE T
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1 m++1
2 fori+ 2tondo

3 if A[lm] < Ali] then
4 | m+<1i
5
6
7

end
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Definiciones iniciales

Si analizamos este Algoritmo, podemos notar que:
» Ejecutan — 1 ciclos for.

» Por cada uno de esos ciclos, se comparan dos posiciones del arreglo (la que contiene el maximo actual, y la que
contiene el i-ésimo elemento del arreglo, siendo i el indice del ciclo).

» Si denotamos con c la cantidad de operaciones ejecutadas en cada ciclo, y

» teniendo en cuenta que ademas el algoritmo ejecuta dos asignaciones antes del ciclo for, y una operacion return al
finalizar el ciclo

Podemos decir que SIEMPRE el tiempo de ejecucion del algoritmo es:

Algoritmo 1: BuscARMAXx1MO(A[1..1])

1 m+<1 -
2 fori+— 2tondo

3 if A[m] < A[i] then

¢ | | mei - Tm)=c-(n—1)+3=0(n)
5

6

7

end

end 5
return m .




IMPORTANTE

A menudo, en lugar de contar todas las operaciones elementales que ejecuta un algoritmo, tal como lo hicimos en el
ejemplo, solo contaremos cierto tipo de operaciones que, por alguna razon, sean mas importantes que otras (ej.: Costo
computacional de ejecutar la instruccion).

Entiendo el caso anterior, pero “Gran Barba”, al
revisar el Cormen y recordando al profesor MHB,
hay algoritmos que para algunos inputs pueden
tener tiempos de ejecucion diferente.

jEfectivamente Rick!
Existen algoritmos que pueden tener distintos
tiempos de ejecucion para inputs diferentes




Analisis de mejor, peor y caso promedio

Al analizar un algoritmo, es posible que descubramos que el mismo no ejecuta la misma cantidad de operaciones para
todas las entradas, sino que mas bien el tiempo de ejecucion depende de cual caso se esté procesando. Por ejemplo,

considere el siguiente algoritmo:

Algoritmo 2: BuscARDEsORDENADO(A[1.1], x)

1 fori+ 1tondo

2 if x = A[i] then
3 | return i

1 end

5 end
6 reflurnn+1 > Indica que x no esta en A

:Por qué no siempre se ejecuta la misma cantidad de ciclos FOR?




Analisis de mejor, peor y caso promedio

Tiempo de Ejecucion de Mejor Caso

Sea P un problema abstracto cuyo conjunto de instancias es I y sea A un algoritmo que resuelve el problema P. Luego:

» Para una instancia x € I, sea T(x) el tiempo de ejecucion del algoritmo A para la instancia x.

» Entonces, el tiempo de ejecucion de mejor caso para A sobre una instancia de tamano n se define como:

X

ta(n) = 15{1 {Ta(X)}
| X[=n

En la practica, el analisis de mejor caso de un algoritmo consiste en calcular el tiempo de ejecucion considerando la(s)
instancia(s) que produce(n) la ejecucion de la menor cantidad posible de operaciones.




Analisis de mejor, peor y caso promedio

Tiempo de Ejecucion de Peor Caso

Sea P un problema abstracto cuyo conjunto de instancias es I y sea A un algoritmo que resuelve el problema P. Luego:

» Para una instancia x € I, sea T(x) el tiempo de ejecucion del algoritmo A para la instancia x.

» Entonces, el tiempo de ejecucion del peor caso para A sobre una instancia de tamafno n se define como:

Ta(n) = mix {Ta (X))
| X|[=n

El analisis de peor caso de un algoritmo consiste en calcular el tiempo de ejecucion considerando la(s) instancia(s) (o
entrada(s)) que produce(n) la ejecucion de la mayor cantidad posible de operaciones elementales.




Analisis de mejor, peor y caso promedio

Analisis de Caso Promedio

En general, el analisis de peor caso es adecuado y da suficiente informacion respecto al comportamiento de un
algoritmo, pero:

» ;Es un analisis justo?
» ;El peor (o mejor) caso siempre ocurre?

» ;Qué pasaria si todas las instancias tuvieran la misma probabilidad de ocurrir?

Sea P un problema abstracto cuyo conjunto de instancias es I y sea A un algoritmo que resuelve el problema P. Luego:

» Para una instancia x € I, sea T(x) el tiempo de ejecucion del algoritmo A para la instancia x.

» Entonces, el tiempo de ejecucion del caso promedio para A sobre una instancia de tamano n se define como:

Ta(n) = D TalX

| fF"n,l XETpn .




Analisis de mejor, peor y caso promedio

Volvamos al algoritmo anterior:

Algoritmo 2: BuscARDESORDENADO(A[1.n], x)

1 fori+— 1tondo

2 if x = Ali] then
3 | return i
1 end
5 end

6 refurnmn+1  Indica que x no esta en A

» Se puede apreciar que buscar el elemento que esta en la posicion i del arreglo cuesta i comparaciones y que,

» Tenemos n casos posibles de busqueda exitosa y todos tienen “la misma probabilidad”.

Entonces

El costo promedio de busqueda exitosa se puede calcular mediante:

li nn+1) n+1 )
n 2 2




Regla del Limite

Dadas dos funciones f(n) y g(n) asociadas a algoritmos diferentes que abordan un mismo problema, es normal que
queramos saber si una de dichas funciones crece mas rapido que la otra. Una manera de averiguar esto es mediante la
Regla del Limite.

Si consideramos la siguiente expresion:

lim @ =k
n—o00 g{n}

Podemos decir que:
= Si k € R* es una constante (distinta de cero), significa que ambas funciones son equivalentes en complejidad.
= Si k = oo significa que f(n) tiene un orden de crecimiento mayor que g(n)

= Si k = 0 significa que g(n) tiene un orden de crecimiento mayor que f(n)

12




Ecuacion de Recurrencia

Una ecuacidon de recurrencia es una relacion que define una secuencia recursiva; cada término de la secuencia es
definido como una funcion de términos anteriores. Por ejemplo:

Fibiln—1)+Fib(in—2) n=2
Fib(n) = 1 n=1
1 n=20

Ecuaciones de Primer Orden

Son aquellas en que el valor de T(n) depende, principalmente, del valor de T(n-1) - sin que intervengan otros valores de
T(n-x). Luego, el caso general para ecuaciones de primer orden esta dado por:

T(n) =aT(n—1) + b,

Siendo a > 0y b, una funcién lineal de n.

1< j<n

—>Tm)=a"-T(0)+ > b,-a"” 3

1<j<n




Ecuacion de Recurrencia

Ecuaciones lineales con coeficientes constantes

Son aquellas en que el valor de T(n) depende, de varios valores de T(n-x). Ademas, estas ecuaciones son de la forma:

fn =Afn-1+Bfn_2+Cfp_3+ -

Donde A, B y C son constantes. Ademas, se sabe que estas ecuaciones siempre tienen soluciones de la forma:

fo=4"

Para la sucesion de Fibonacci tendriamos que:

n __ an-1 n-2 i
A=A+ 1+\/§%1fj18 )

A —2-1=0 — X 2 — fn:A'¢n+B'¢n
li\/g ¢?:]—\/5

> A=—- .
2




Ecuacion de Recurrencia

Por lo que si consideramos los casos base (n =0y n = 1), tenemos que:

f,=0=B=—A= [, = A-(4"-¢")

fi=1= A-(¢—¢3):1:~A: L

p-¢ 5

— flef(é ¢)
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Teorema Maestro

Es un “grupo de formulas” que permiten encontrar la complejidad de algoritmos recursivos del tipo “Divide and
Conquer” que cumplen con un conjunto de reglas especificas en tres casos fundamentales para su “funcion de trabajo”.
La forma general de las ecuaciones que se pueden resolver es:

n

T(n) =aT (b) + f(n)

Dondea > 1, n >b > 1y f(n) es una funcion polinomica continua positiva

Casos de Resolucion

» Considerando que f(n) € 0(n°) V ¢ <log,a se tendra que T(n) = 0(n'°8» %)
» Considerando que f(n) e Q(n¢) V c>logy,a A af (%) <kf(n);k <1An- o setendra que T(n) =0 (n)
» Considerando que f(n) € @(n‘loghkn) V ¢ =log,a se tendra que T(n) = © (n‘log**in)

16







Divide and Conquer

Es uno de los paradigmas de resolucion de problemas mas importantes de las Ciencias de la Computacion donde el
método aplicado consiste en solucionar un problema dividiendo el mismo, de manera recursiva, en dos o mas
subproblemas similares.

¢{Coémo funciona?
» Dividir en subproblemas (caso recursivo)
» Resolver los subproblemas al caso mas pequeno (caso base recursion)

» Al combinar las soluciones (return)




Divide and Conquer

Ejemplo: Merge Sort

» Divide — El problema (arreglo) se separa en dos partes. Tiempo constante D(n) = O(1).
» Conquer > Resolver recursivamente en dos subproblemas de tamano n/2 cada uno. = 2T(n/2).

» Merge > Combinar las dos mitades ordenadas, en un tercer arreglo ordenado. Funcidn de trabajo con n
combinaciones en promedio - C(n) = O(n)

®) ifn=1, Input: (10/2 |5 (8| 7|18/ 1|6

2T (n/2) + O(n) ifn>1.

T(n) =

10| |2 5| |8 7] l18] |1 6
\ N,/ N/ \J/
2 10 3|5 7 |13 1l6
c ifn=1
T(n) = i
(n) {2T(n/2)+cn iFn > 1. 23510 16713

T(n) = cn(1 +logy n) » O(nlog, n) .




Decrease and Conquer

Aunque algunos consideran que es un caso particular de Divide and Conquer, es un enfoque distinto ya que:
» Se disminuye el tamano del problema en cada paso

» Resuelve el problema disminuido

» No hay combinacion (como en Divide and Conquer)

Idea de la técnica

Explotar la relacion entre la solucion al problema mas pequeio y el problema original: La solucion del problema mas
pequeno es usada para construir la solucion al problema original.

20




Enfoques Decrease and Conquer

Top down

Se comienza con el problema original, el que se va haciendo mas pequeino a cada paso. Generalmente lleva a una
solucion recursiva, que en lo normal conviene implementar iterativamente (que suele ser mas eficiente en la practica).

Bottom up

Se resuelve el problema comenzando por soluciones muy pequenas a partes del problema original. En cada paso se
incremente el tamano de la solucion. Es un enfoque incremental, en donde la solucion se construye paso a paso.

21




Formas de decrecer

Decrecer por una constante

En cada paso, el algoritmo hace decrecer el tamano del problema en un valor constante. Por ejemplo, calcular a™
cuando n es un entero no negativo, usando el siguiente algoritmo:

Decrecer por factor constante

En cada paso, el algoritmo hace decrecer el tamano del problema en un factor constante, por ejemplo, a la mitad del
tamano del problema original, o a un tercio, etc. Por ejemplo, calcular a™ cuando n es un entero no negativo, usando el
siguiente algoritmo:

a® = (an/Z)Z

Aqui el tamano del problema original disminuye a la mitad en cada paso 22




Formas de decrecer

Ejemplo:

El Algoritmo para a™ = (a™?)? puede ser resuelto aplicando recursivamente las formulas:

Paranpar - a® = (a"?*)?sin>0ya’ =1

Paranimpar - a® = (a®1/2)2q

Codifiquelo, compruebe y analice su complejidad utilizando el Teorema Maestro

Decrecer por factor variable

En cada paso, el algoritmo hace decrecer el tamano del problema en un factor variable, es decir, no
necesariamente decrece por el mismo factor en cada paso. Por ejemplo, en un paso se podria decrecer el
problema a la mitad, mientras que en otro paso posterior se podria decrecer un tercio del tamano actual.

23




Formas de decrecer

Ejemplo: Insertion Sort

Decrecer y conquistar de forma bottom up ya que se ordena incrementalmente en cada paso.

112 Insertion Sort Execution Example
2 whilei < ndo (2] (2] (2] 0] 2] [ [5] [&]
3 14+ 1
+ | whilej>1and Afj— 1] > Alj] do ,Ejllzllmllulhllsllsl
5 Swar(A[i], Alj — 1]

waz(AGL Al 1) JEI N A () (2] (1] (5] (]
6 ]+—71—1
7 | end (2] [3] [«] A 2] (] [(5] [(e]
8 1+—1+1

2 3 4 10 12 1 5 6

s e EEieaiEa] > [EnlEEE

Il [EN EN ECN KB BN (5[]

I1II2||3||4I|E
DB E) G A

Lt [sfaf[s][6][10][12]




Ejemplo: Busqueda Binaria

Decrecer y conquistar de forma top down ya que se genera, cada vez, un arreglo “mas pequeno” (no se busca en el sub
arreglo sino hasta el “caso base”).

# Returns index of x in arr if

deft binarySearch (arr, 1, r, x):

R Search the number 7 in the array
1 Low Mid (7 > 5, consider right half) High
mid =1 + (r - 1) // 2

=
]
w
D

;) 5/6|/7|/8|9 |10

if arr[mid] == x: 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
return mid

# If element is presen

(7 < 8, consider left half)
Low Mid High

mid] > x: N - Il ‘EL Il
return binarySearch(arr, 1, X 1 2 _ 3 4 5 6 7 8 9 |10
2 3 4 5 6 7 8 9

he element can

(7 > 6, consider right half)
Low=Mid=5 High

: Element is not present in the array | ﬂ ﬂ
6 7

return binarySearch(arr, mid + 1, r, x)

return -1

8 9 10
2 3 4 5 6 7 8 9




Algoritmos
Codiciosos (Greedy)




Algoritmos codiosos

Es aquel algoritmo que, para resolver un determinado problema, sigue una heuristica consistente en elegir la opcion
optima en cada paso local con la esperanza de llegar a una solucion general optima.

Ejemplo clasico

“Eres el capitan de un barco pirata y tu tripulacion debe votar como se dividira un botin de monedas de oro. Si menos
de la mitad de los piratas esta de acuerdo contigo, debes morir. ;COmo recomendarias dividir el oro, de forma que
mantengas la mayor parte del tesoro que te sea posible, pero sobrevivas?”

{ELl objetivo es maximizar tu ganancia!

27




Algoritmo de Kruskal

Es un algoritmo para encontrar el arbol de cobertura minimo en un grafo conexo y ponderado donde dicho arbol incluye
todos los vértices y el peso total de las aristas es el minimo posible. Esto lo hace al optimizar las decisiones de corto
plazo basado en el peso de las aristas.

Oy

©
éo*
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®

&
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Fuente ejemplo: hitp://arantxa.ii.uam.es/~oa/practicas/P1/enunciadopl.html



http://arantxa.ii.uam.es/~aa/practicas/P1/enunciadop1.html

Algoritmo de Prim

Es un algoritmo para encontrar el arbol de cobertura minimo en un grafo conexo y ponderado donde dicho arbol incluye
todos los vértices y el peso total de las aristas es el minimo posible. Esto lo hace al optimizar las decisiones basado en el
vértice “pivote” y el peso de la arista asociada al mismo y/o si es que existe un “camino minimo” de un vértice A a un

vértice B pasando con un vértice C que el directo de A hacia B.

Fuente ejemplo: hitp://arantxa.ii.uam.es/~oa/practicas/P1/enunciadopl.html



http://arantxa.ii.uam.es/~aa/practicas/P1/enunciadop1.html

Algoritmo de Dijkstra

Es un algoritmo para encontrar la ruta mas corta - de menor peso - en un grafo desde un vértice A hasta un vértice B
pasando por “n” vértices intermedios, donde n > 0, y cada arista tiene un “peso” asociado p > 0. Las aristas pueden ser
“dirigidas” (digrafo).

—®

Fuente ejemplo: https://aprende.olimpiada-informatica.org/algoritmia-dijkstra-bellman-ford-floyd-warshall



https://aprende.olimpiada-informatica.org/algoritmia-dijkstra-bellman-ford-floyd-warshall

Algoritmo de Bellman-Ford

Es un algoritmo para encontrar la ruta mas corta - de menor peso - en un grafo dirigido desde un vértice A hasta un
vértice B pasando por “n” vértices intermedios, donde n > 0, y cada arista tiene un “peso” asociado p.

e

PO
Oxx

=
-

o

Fuente ejemplo: https://aprende.olimpiada-informatica.org/algoritmia-dijkstra-bellman-ford-floyd-warshall

iteraciones arco distancial | distancia2 | distancia3 | distanciad | distancia5
0 inf 1] inf inf inf
2-->1 2 0 inf inf inf
2-->3 2 0 2 inf inf
1 2->4 2 0 2 3 inf
3->1 0 0 2 3 inf
5-->3 0 0 2 3 inf
4-->5 0 0 2 3 -1
2-->1 0 0 2 3 -1
2->3 0 0 2 3 -1
2 2-->4 0 0 2 3 -1
3-->1 0 0 2 3 -1
5-->3 0 0 0 3 -1
4-->5 0 0 0 3 -1
2->1 0 0 0 3 -1
2-->3 0 0 0 3 -1
3 2-->4 0 0 0 3 -1
3-->1 -2 0 0 3 -1
5-->3 -2 0 0 3 -1
4--»5 -2 0 0 3 -1
2-->1 -2 0 0 3 -1
2-->3 -2 0 0 3 -1
4 2-->4 -2 0 0 3 -1
3->1 -2 o1 0 3 -1
5->3 -2 0 0 3 -1
4--»5 -2 0 0 3 -1



https://aprende.olimpiada-informatica.org/algoritmia-dijkstra-bellman-ford-floyd-warshall

Otras tecnicas
Algoritmicas




Programacion Dinamica

Es una técnica que consiste en resolver los subproblemas una sola vez, guardando sus soluciones (por ejemplo, en un
vector) para una futura utilizacion.

Algunos objetivos de la Programacion Dinamica

» Revisar el desarrollo de la solucion para conocer los puntos intermedios.

» Determinar el maximo rendimiento posible de obtener entre una combinacidon de opciones (funciones) para un valor
total X.

» Determinar el maximo de un item A basado en disminuir el item B.

def FibDinamico (N) :
1f (N<=1) :
return 1

else:
F1 =1
F2 =1
for i in range (2,N):
suma = F1 + F2
F2 = F1
Fl = suma

33

return suma




Programacion Dinamica

Ejemplo: Coeficientes Binomiales

int CoefBinRec(int n, int k)

{

if(k==0 or n==k)

{
CHO e G
k) k-1 & 0) \n }

else

{
}

return CoefBinRec(n-1,k-1)+CoefBinRec(n-1,k);

;Cual es el tiempo de ejecucion de este algoritmo?

;Existe una opcion mejor?

34




Programacion Dinamica

Si consideramos el triangulo de Pascal, podemos definir que el término C(n,k) esta dado por una relacion
directa entre los valores asociados al n-1y los k y k-1, de la forma:

int CoefBinDin{int n, int k)

{

if(k==6 or n==k) { return 1; }

else

{
//Generamos una matriz "lLlena de 1" en su parte inferior izquierda - Conservaremos solo las diggonales y la columna @
int pascal[n+1][n+1];
for(int i=@;i<=n;i++)

{ 0 1 2 3 k-1 k
. for(int j=8;j<=i;j++) 0 1
1 1 T
P pascal[i][]j]=1; ) 1 2 1
5} } 3 1 3 3001

S/Nos preocuparemos del tridngulo entre Lla diagonal y La columna @
for(int i=l;i<=n;i++)

{ n-1 Co-1hk-1)+ Co-1.5)

for(int j=2;j<=n;j++)

{ \ v

if(i<) n C(n.k)
{

//Estd invertido dado que vamos por La parte inferior izquierda de La matriz pascal
pascal[j][i]=pascal[j-1][i-1]+pascal[j-1][i];

}
}

return pascal[n][k]; 35




Backtracking Recursivo

El backtracking es un enfoque recursivo que explora todas las opciones posibles para encontrar una solucién a un
problema. Funciona dividiendo el problema en subproblemas mas pequenos, realizando pruebas y retrocediendo
(backtracking) cuando se encuentra una solucion invalida.

IMPORTANTE

El hecho de tener “condiciones” para continuar la iteracion (adicionales al caso base) es que ahorra “espacio” y “tiempo” ya que
no continua si las soluciones seran peores que la actualmente encontrada.
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Backtracking Recursivo

Ejemplo

Dado un conjunto de numeros enteros {14, 10, 6} encontrar si existe algun subconjunto cuya suma sea igual a 20.

Elements: {14, 10, 6} —
Solution: 20 K=0
{14} {10} {6} K=1

——  Stages or segments
{14,10} @ {14,6} {10,6} K=2
Backiracking
{14,10, 6} K=3
(O)nitial node Onode () Leaf node ()soltionnode  (C)Nede no solution 37

Fuente ejemplo: hitps://docs.jjpeleato.com/alqgoritmio/backtracking



https://docs.jjpeleato.com/algoritmia/backtracking

Cierre de la
sesion
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