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1. Introduccién

Este documento corresponde a una coleccién de apuntes y ejercicios para el curso de Sefales y Sistemas
de la universidad Diego Portales, basados en el material desarrollado para las ayudantias.

Los contenidos de este curso son, en gran medida, una materializacién de las matematicas universi-
tarias estudiadas hasta el momento, aplicdndolas en el contexto de la ingenieria en telecomunicaciones.
Parte importante del curso es familiarizarse no solo con las matematicas que se realizan, sino con los
modelos que éstas representan. Por lo tanto, es fundamental no quedarse sélo con los ejercicios y repa-
sos de este apunte, sino ademés estudiar de la bibliografia especificada en el programa del curso® y las
diapositivas del profesor Dujovne.

2. Senales

Podemos definir s.md’séﬁél'i:omo“un”a"ﬁr't'il"rl?a‘?fidil’ en un espacio con fin de transmitir informacién.

Asi, una sefial puede abarcar cualquier cosa desde los simbolos de transito como una perturbacién del
campo visual, incluyendo los sonidos como una perturbacién en la presién del aire, hasta la informacién
en un flujo de bits en una computadora como una perturbacion respecto a su cero.

M4s aterrizado, para analizar sistemas, nos interesa poder definir nuestras sefiales como funciones ma-
temdticas, por lo que podemos pensar en las seiiales como funciones con un propdsito.

2.1. Dominios y periodicidad

Al tener seiiales definidas mateméticamente, se pueden dividir las sefiales en dos grupos segun la
continuidad de su Variable independiente:

» Befiales continuaé: cuando la sefial es definida respecto a una  variable independiente continda,
normalmente representada con paréntesis redondos (ef‘x(t) y(t)y

Sdnl-dhnd: cuando la variable i lndopendlento representa lapsos discretds, normalmente re-
‘presentada con paréntesis cuadrados (e] x[n], y[n])

(Que una sefial sea continua o discreta no limita los valores que puede tomar su variable dependiente.
En general, estos valores van a ser nimeros complejos, o cuanto menos reales.)
lo comiin, trabajaremos con sefiales definidas respecto al tiempo, representado por la letra t'y par

‘éntesis curvos cuando lo consideramos continuo, y por la letra n y paréntesis cuadrados cuando lo
‘con&ldcramos discretd; esto ultimo modelando sistemas donde se actda en ventanas especificas de tiempo, -
tales como sistemas digitales.

(También puede ser pertinente definir una funcién segin variables espaciales o de otras caracteristicas
del sistema.)

s P —— - m——

Cuando podemos definir Gnjfi (t + kT) o un tiempo N tal que z{n] <
:l:[n_j.kNl para_un k € Z hablarem p . (En estricto rigor, solo estas sefales son
penédlcas pero cuando podemos dnstinguir un comportamiento similar en un periodo T o N; esto es,
z(t) ~ z(t + kT) V z[n] = z[n + kN],k € Z, podemos decir que la sefial estd madulada con respecto
a una senal periddica.) Toda sefial definida por sefales periédicas serd periédica dado que exista un
maximo comdn divisor para sus frecuencias w (0, un minimo comdn maltiplo para sus periodos T), y en

Thttp://eit.udp.cl/wp-content/uploads/2016/03/30-C1T2101-SexC3%B1ales-y-Sistemas-2016-1.pdf
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caso de ser una sefial discreta, este maximo comdn divisor sea un nGmero racional, para corresponderse
armdnicamente con el muestreo.
2.1.1. Ejemplos

Graficar las siguientes funciones, y discutir periodicidad y discrecién/continuidad.
1. z(t) = 2 — 1 Funcién continua y aperi6dicay
2. Mﬂ(&mmﬁiﬁﬁﬂmm con periodo:

=2r <= T1 =2 2axT1 =2xr <= Th =1
T = mem(2,1) = 2

3. z|n] = efr™* Funcién discreta y periédiga, con periodo:

%nN-Zw:bN-ﬂ

Otra forma de expresar la funcién es:

zln] = e < cos(:Zoam) + isin(-Zm)
4. z(t) = t — |t| Funci6n continua y peri6dica, con periodo T = 1.
5. z(t) = sin(%4) + cos(Zt) Funcién continua y aperiédica. Si se busca el periodo, se ve que:
5%1 =2r =T

T = mem(3%,12)

= Ms =2t = Ta= ¥
227 o

6. z[n] = i - e3* Funci6n discreta y peri6dica, con periodo:

3IrN =21 <= N =2/3
Otra forma de expresar la funcién es:
zln] = i- %™ = i(cos(3xn) + isin(3mm))
z[n}i cos(3xn) — sin(3xn)
7. z(t) = e~+=9t Fyuncién continua y aperiédica, aunque modulada con respecto a un periodo de:
T =2r & T =2
Otra forma de expresar esta funcién es:
z(t) = e~ G+t = =2 (cos(nt) — sin(nt))

8. z|n] = e**t Funcién continua y periédica, con periodo:

ng=21r<=>T=§

3
Otra forma de expresar esta funcién es:
z[n] = elint _ cos(gﬂ) + isln(%n)

9. z[n] = %" Funci6n continua y aperiddica. Si se trata de determinar su periodo, se ve que:

8N =2r <> N=7¢Q
Otra forma de expresar esta funcién es:

z[n] = €8 = cos[8n] + i8in[8n]
10. z(t) = €3(t-1) Funcién continua y aperiédica.
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Figura 1: Gréficos de las sefiales anteriores
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2.2. /[Potencia y energia,

De los sistemas eléctricos, si bien aplicable a varios sistemas, nace la idea de caracterizar sefiales segin
su potencia consumida y energfa requerida, en funci6n de la sefial de entrada del sistema (en sistemas

eléctricos, el voltaje.) Segin esta caracterizacion, Jaienerglade.una sefialfqueda dada por:

Ea

T
= 2 a(t)Pdt Eeo = (M — 0o !Th(m'dz

(Y la potencia pof

1 t2
Pp = -t

|(t)|dt
1 T
Ps = lim — co5m !le(t)lzdt
Segin cu4les de estos valores tiendan a infinito junto al fe”m'bi{\p demos distinguir tres tipos de sefiales:
1. Eeo = 00, Poo & 00
2. Ex 93 0,P =pER
3 Ex=E€RPys=0

Una forma répida, aunque no infalible de intuir graficamente cudl de estos tipos serd una sefial es tratar
de imaginar una caja que envuelva a la sefal. Silno'se puede contener verticalmente a la«soﬁalep-‘u‘_iﬁ
caja la;potencia de la sefial probablemente tenderd a infinitg. Al contrario, 8 {a'caja se-puede.dibujar
.con ambos bordes laterales; la energfa de la sefial probablemente tendera a-un-valor finito,

2.2.1. Ejemplos

Calcular potencia y energia de las siguientes sediales:
1.

e€.o.c.

La energia a infinito de una sefial se puede asociar a su crecimiento. Como esta sefial es estrictamente
creciente, alejandose de z[n] = 0 se esperaria que su energia a infinito no converja.

T
= i 2
Eq = lim i |z(t)|2dt
T
= lim  |VE=3dt
T—o0 3
Como sabemos que si ¢ < 3,z(t) = 0, podemos acotar la integral segin esta cota.
T
Eg = 1!me g (t —3)dt

1, T
- Jim (5t~ 308
T2 -6T +9
)
Se revisa ahora si la potencia a infinito es acotada desde la expresion para energia y usando

L'Hopital. Como la sefial es estrictamente creciente, y sin ningin limite de crecimiento ni asintota,
se esperaria que su potencia también tienda a infinito.

) = 1im - oo TS o

L S
Pu= lim o5 le()a

(T-3)?
A (=)
2T - 3)

i O o

Se comprueba asf que la potencia a infinito también tiende a infinito.

4
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x[n] - e{hn
1
51r=2k1r <> n = 16k
Esta seiial es periddica con periodo 16, con comportamiento acotado entre —1 < z[n] < 1. Se espera

que a infinito tenga energia infinita, pero potencia finita.
Se calcula primero su potencia y energia para un Gnico periodo:

15 15 15
Ea= lzln)P= |et"™2= 1=16
k=0 k=0 k=0
Como la exponencial compleja representa rotaciones en un circulo unitario en el plano complejo, su
médulo va a ser 1 para todo punto en el periodo, simplificdindose la funcién como se ve. La energia
asociada a sélo la parte real es 8.

Su potencia en el periodo seria entonces 1.

B et A
npg—n1+1 15-0+1"

Extrapolando estas funciones a infinito se comprueban las conjeturas iniciales.

1

Pa =

N

Ew=‘Ji_r:1°°k 1= lim (2N +1) 500

N
2N +1
Poo= lim = —

N-)oo2N+1k_N1 A"-&ZN+1

- 00

50852
z(t) = g 0 e.o.c.

Esta sefial est4 acotada por un lado y es absolutamente decreciente hacia el otro, por lo que es de
esperar que su energia tienda a un valor finito.

T T
Ey = lim 24 = —6t)2
IR _le(t)| dt 1!me : le%)*dt
T
2 —12¢
L
¥
- Jin (e
e-12 1
= —_— —p—12T
7 1 T2¢
=512.10"7

Si la sefial tiene energfa finita a tiempo infinito, su potencia debe ser cero, por lo que no hace falta
calcularla realmente.

P, If L7 2 i ¥ 6|2
Sk T—meﬁ -7 lz(t)l & ‘I!L"goﬁ 1 L
SAT A
=AM o (G e ™)
c—lﬂ
=AM 54T ~ M, 2azerEr) = 0
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3. Sistemas

Podemos definir-un sistema como cualquier-gaja negra.s» fa que teniendo una sefal de entrada-x°
recibamos una sefial de salida y.—

Sistema
XY ' continuo > y®)

(a)

Sistema

G g L

X[N]

(b)

Figura 2: Representacién de sistemas

; | sister ra S0l0 valores.de ¢ 2 S - pasados.
trabaje en tlempo real va a ser causal. (Sistema causal - Slstema no causal. )

tiene memona y nmgun slstema con memoria no causal trabala en tnempo real. (Sistema con

memoria - Sistema sin memoria.)

'ﬁ‘m.“mmﬁ oA’ .\M?ﬁh.m ﬂwr’ﬁ

Conceptualmente es Ia misma propledad que poseen las funclones blyectlvas Cabe dustmgunr por-
que los sistemas no necesariamente se definen con funciones.

—p1 Sisterna 1
E ) >4 + Salida
Sisterna 2 Entrada Sistoma 1 Sistema 2 [t~ Salida
(a) Conexién en paralelo (b) Conexi6n en serie

Figura 3: Interconexion de sistemas
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